Итерационные методы решения уравнений. Метод аддитивного расщепления. Поиск оптимальных параметров.

Задача нахождения оптимальных параметров 
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 метода аддитивного расщепления

Описание задачи
Рассматриваемая задача заключается в выборе параметров 
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 таким образом, чтобы область сходимости метода аддитивного расщепления была наиболее протяженной по вещественной оси. 

Очевидно, что максимум в этой задаче недостижим, поэтому мы будем искать оптимальный «в пределе» набор параметров. Как было установлено ранее, ключевым моментом является утверждение, что все пересечения 
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 – границы области сходимости с вещественной осью должны быть касаниями чётной кратности. Далее задача была сведена к задаче нелинейного программирования:


[image: image4.wmf](

)

max

1

)

(

1

1

¾

®

¾

-

+

+

-

=

-

n

n

n

z

a

a

a

p

K



 EMBED Equation.3  [image: image5.wmf]

[image: image6.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

ï

î

ï

í

ì

+

=

+

-

×

×

-

+

=

-

×

×

-

×

=

+

+

-

1

1

2

,

1

1

2

,

2

2

1

2

2

1

2

2

1

1

0

1

1

n

k

k

n

n

k

n

t

t

t

t

t

k

n

t

t

t

t

t

U

t

U

a

a

a

a

a

a

K

K

K

K




[image: image7.wmf](

)

1



Основная гипотеза

Оптимальные параметры 
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 достигаются при оптимальных параметрах 
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, которые определяются аналитически. Рассмотрим случаи:
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, рассмотрим следующий полином:
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Он имеет 
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 вещественных корня. Упорядочив эти корни по возрастанию, получим последовательность 
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. Выкинув крайние элементы и поменяв знак у оставшихся, получим нужный набор параметров 
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Замечание: более того, можно рассматривать полиномы вида 
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. Нужные нам параметры будут среди корней этих полиномов. Мы выбрали полином 
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 исходя из минимальности его степени, чтобы ускорить поиск корней. 
2) 
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, рассмотрим следующий полином:
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Он имеет 
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 вещественных корней. Упорядочив эти корни по возрастанию, получим последовательность 
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. Выберем из неё k элементов с нечётными индексами 
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 построен.
Замечание: аналогично первому случаю, можно рассматривать полиномы вида 
[image: image25.wmf](

)

(

)

(

)

1

1

,

1

1

1

-

Î

-

=

-

+

+

+

+

+

n

i

t

T

t

T

t

P

i

n

i

n

i

n

K

. Нужные нам параметры будут среди корней этих полиномов. Мы выбрали полином 
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 исходя из минимальности его степени, чтобы ускорить поиск корней. 

Вычисление 
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После вычисления 
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, задача сводится к решению системы алгебраических линейных уравнений. Рассмотрим первое из условий задачи 
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. Поскольку правая часть уравнения теперь не зависит от неизвестных 
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, перенесём выражение в правой части влево  и произведём группировку левой и правой частей уравнения по степеням 
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 к нулю. Получим систему линейных уравнений. Последнее из введённых уравнений – вырождено (т. е. является тождеством). Заменим его вторым условием задачи 
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 и содержит 
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 уравнений. Рассмотрим пример для чётного 
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[image: image38.wmf](
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Решение такой системы существует и единственно и находится без особых проблем методом Гаусса. Задача решена.
Проверка гипотезы


Согласно вышеописанному методу была написана программа, результаты которой были проверена при небольших значениях 
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непосредственно сравнением с численным решением задачи 
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. Результаты оказались незначительно отклоняющимися. Более того, программа дала более точный набор параметров.  
Вывод
Используя данный метод, мы переходим от задачи нелинейного программирования, которая имеет достаточно большую размерность, и, соответственно, долго решается, к двум более простым задачам:

1. Поиск корней многочлена степени 
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 или 
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 (в зависимости от чётности 
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).
2. Решение системы линейных уравнений размерности 
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.

В зависимости от мощности компьютера и необходимой степени точности ответа, решение задачи занимает от доли секунды (при 
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) до минуты (при 
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, о чём нельзя даже мечтать используя, например, метод наискорейшего спуска для решения задачи 
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Также получила практическое подтверждение гипотеза о зависимости параметров:
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Замечание: используя замену 
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 можно уменьшить размерность  системы 
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 с 
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 до 
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. Отличие получаемых результатов в этом случае, от результатов непосредственного решения задачи 
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 незначительны (различия появляются примерно в 20-м знаке после точки). Но поскольку большую часть времени работы программы занимает вычисление корней полинома, особого улучшения от этой замены не наблюдается.
Примеры результата

Ниже приведены результаты работы программы для некоторых n, также вычислена точка 
[image: image55.wmf].)
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 - крайняя точка области сходимости. Построены графики параметров 
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и  границы области сходимости - 
[image: image61.wmf]n

g

.
    

	n=9
	[image: image62.wmf]é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

.00978869674096928557671213332411

.0372384152861438880522340998304

.0768814223202687448818013277809

.120506043240328904210728259590

.158384440324536293838883092696

.180759064860493356316092389384

.179389985413960404724203098157

.148953661144575552208936399319

.0880982706687235701904091999185



	[image: image63.png]02

04

06

08




	[image: image64.png]




	[image: image65.wmf] = 

Ì (îïò).

 - 

39.8634581890614009728493716291

0.

I




	n=10
	[image: image66.wmf]é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

.00736491388827320183811489871463

.0282663325082958585159725328027

.0592693006298631784832520606721

.0951166083311390142848645905382

.129377125702986491312538789646

.155252550843583789575046547581

.166454064579493274998513033451

.158051468346301809288672161811

.127198496287331363321876397627

.0736491388827320183811489871573



	[image: image67.png]02

04

06

08




	[image: image68.png]




	[image: image69.wmf] = 

Ì (îïò).

 - 

48.3741500787082288567244690470

0.

I




	n=16
	[image: image70.wmf]é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

.00200316474307037902565307704516

.00787622822669358870371336408848

.0172168671922213766287730012602

.0293774563753699462406679723025

.0434983447316127005791333598136

.0585523020416304923277203940746

.0733981056492178954609917693454

.0868408089066371719902598645147

.0976959100199668184890423478712

.104854436641739850658559671354

.107345887076322569267487390763

.104396027355870481389920065767

.0954767332199523252821709127704

.0803453802303664242676073419667

.0590717117002019152778502330345

.0320506358891260644104492340278




	[image: image71.png]02

04

06

08




	

	[image: image72.png]



	

	[image: image73.wmf] = 

Ì (îïò).

 + 

116.461191577487752995130842962

0.

I




	n=21
	[image: image74.wmf]é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

.000925323465369751602173451084625

.00366362002679419542942109416512

.00810301857616662098640999672203

.0140608706948095487029334827429

.0212893473028166482521403295282

.0294830598233326873976738419610

.0382884982753069289734735909065

.0473150285867638314119816215874

.0561471478802643760579485011685

.0643576606495346342193124902288

.0715214115587970428025489299041

.0772291927794415610631749757271

.0811014358270485431948145322776

.0828013000268367049709677856003

.0820467820185148478003006351426

.0786214928622204997271301338981

.0723837808295766040572772616342

.0632739181266429691632005206157

.0513191176490552662472634609533

.0366362002679419542942108262167

.0194317927727647836456425379353



	[image: image75.png]02

04

06

08




	

	[image: image76.png]Im

Rel




	

	[image: image77.wmf] = 

Ì (îïò).

 - 

195.491485002521552599622248019

0.

I




	n=40
	[image: image78.wmf]é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

.000143131649573635966263558829416

.000570846691427550914500676001967

.00127812019250298766400393375584

.00225662644047051946419890952820

.00349481230376206445545372774446

.00497799913042378049368392521342

.00668851238769165982807804596610

.00860583802624141504768266672086

.0107068043425746323177713657947

.0129657879115242919730549971762

.0153549419698812292078468383123

.0178444454530715110332180587104

.0204027707209815927837948715750

.0229969678576685859040816116362

.0255929632939398757915844476597

.0281558703826622074202092139146

.0306503094550700904575518197269

.0330407348030676795944368768604

.0352917659682080421037497398600

.0373685206732052114097483931949

.0392369467068654720143618267472

.0408641500684514172931554757445

.0422187166928087019622039011511

.0432710251130401281948326701205

.0439935474729096999688230509741

.0443611363761624528577855248871

.0443512951540751323708350622448

.0439444292451911266634137935149

.0431240765115894905563272389692

.0418771144633124511753243398342

.0401939425257253157871879262949

.0380686376624875953339672875425

.0354990818582458539514804158195

.0324870601687880816361160377338

.0290383282608054077201728020812

.0251626485870868861433930276692

.0208737945743523259771079637304

.0161895224383711949962308092647

.0111315104828372559668954993966

.00572526598294544559947166809821



	[image: image79.png]02

04

06

08




	

	[image: image80.png]



	

	[image: image81.wmf] = 

Ì (îïò).

 + 

680.617070021710670544931727733

0.

I




Текст программы на Maple 7
restart: with(orthopoly): with(plots): with(linalg):

n:=40; 

Digits:=30; #Степень точности (увеличьте для получения более точных результатов)

a:=array(1..n): t:=array(1..floor(n/2)):

if type(n,even) then

 P:=factor(T(n/2+1,x)-T(n/2,x)): 

 q:=[fsolve(P=0)];

 for i from 1 to (n/2)-1 do

  t[i]:=-q[i+1]; 

 od:

else

 P:=factor(U(n,x)-T(n-floor(n/2),x)):

 q:=[fsolve(P=0)];

 for i from 1 to floor(n/2) do

  t[i]:=q[2*i-1]; 

 od:

fi:

QP:=0: SQ:=0:

for i from 1 to n do

 QP:=QP+a[i]*U(n-i,x); 

 SQ:=SQ+a[i]; 

od:

PL:=2^(n-1)*a[1]:

for i from 1 to floor((n-1)/2) do

 PL:=PL*(x-t[i])^2;

od:

if type(n,even) then PL:=PL*(x+1); fi:

EQ:=array(0..n-1):

for i from 1 to n-1 do

 EQ[i]:=coeff(QP,x,i-1)-coeff(PL,x,i-1);

od:

A:=matrix(n,n):

for i from 1 to n-1 do

 for j from 1 to n do 

  A[i,j]:=coeff(EQ[i],a[j],1); 

 od:

od:

for i from 1 to n do A[n,i]:=1; od:

B:=matrix(n,1,0):

B[n,1]:=1:

a:=linsolve(A,B):

print(`Оптимальные параметры `,a);
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